
wir als resultierende Kraft 
.4 RVCOQ0 i(0)t'-2y*l$n,) P = -j2P+0dF=-i 

jt 
h 

! 
• / 2mV'\— r2/R2dr 

i((ot — 2y*l97i) r , 
= —i 8 Q0 CO Ve / rVR*—r2 dr 

o 
i(ü)t — 2x3/9n) 

= —i$QocoVe R3/3 

. 8R3P0 r_ f(o>i — 2X*/9ji) 
= — i — C O Ve 

ö 

Ist V reell, so wird die von der Platte geleistete 
mechanische Arbeit 

' ~ ( * CD A 
A= - f ^ ( P ) ^ t \ V e )dt 

t 

J s i n (cot—2 %3 / 9 jv) cos a>t dt 

o 

4*§g° coV2J [ s in (2 co t — 2 x3/9 jt) 

-f sin ( - 2 x3/9 jt)] dt. 

® 00 . . yi I t _ t) „3 CO 

Das erste Glied des letzten Integrals ergibt als 
Zeitmittel der geleisteten Arbeit Null, das zweite 
dagegen zeigt als Zeitmittel der abgestrahlten Lei-
stung, indem wir entsprechend unserer Näherung 
den Sinus wieder durch sein Argument ersetzen, 

w =
 4 i ? 8 gp » * ' r . = sb«Q0cd*V2 

9 jt 2 7 JVC3 

Dabei ist x = k'/2 gemäß (9) durch fiu/c ersetzt 
worden. 

Das berechnete a liefert, in (36 a) eingesetzt, 
eine Integraldarstellung von ^ im Medium, welche 
für großes e' besonders einfach wird und auch für 
Punkte auf der ar-Achse. In der Nähe der Platte 
wird man sonst zur Berechnung des Schallfeldes 
zweckmäßig auf die unter (32) eingeführten 
Potenzreihen Px (z) und P., (z) mit den jetzt be-
stimmten Absolutgliedern a = RV V2eix und 

2 RVeix 

sowie X = 2 + x2 zurück-b0 = e1**. — 2 x 3 . 

greifen. Jedoch würden diese Entwicklungen über 
das Ziel der vorliegenden Arbeit hinausgehen und 
übrigens kaum merkliche Abweichungen von (25) 
ergeben. 

Zur Statistik klassischer Gesamtheiten1 

V o n A R N U L F S C H L Ü T E R * 

(Z. Naturforschg. Sa, 350—360 [1948]; eingegangen am 8. Dezember 1947) 

E s wi rd zunächs t das P h a s e n v o l u m e n e iner Gesamthe i t a l s das von der E n e r g i e f l ä c h e 
im P h a s e n r a u m e ingeschlossene Volumen und die P h a s e n d i c h t e a l s dessen A b l e i t u n g 
nach der E n e r g i e def in ier t . Auf G r u n d der E r g o d e n h y p o t h e s e k a n n dann die Phasen-
dichte der Gesamthe i t a ls das F a l t u n g s p r o d u k t der P h a s e n d i c h t e n der E inze l t e i l chen 
gewonnen werden , und diese können wieder , w e n n die E n e r g i e der Te i l chen s e p a r i e r b a r 
ist, a ls F a l t u n g s p r o d u k t e der den E n e r g i e a n t e i l e n z u z u o r d n e n d e n „ P h a s e n d i c h t e n " dar-
ges te l l t we rden . 

F ü r bestimmte, besonders wichtige Tei lchensor ten lassen sich diese Fa l tungen explizit 
d u r c h f ü h r e n . F ü r diese w e r d e n e inige V e r t e i l u n g s p r o b l e m e durchgerechnet - , insbeson-
dere wi rd die e x a k t e G ü l t i g k e i t des Ä q u i p a r t i t i o n s t h e o r e m s nachgewiesen . D a r a u s und 
a u s der i so t ropen I n v a r i a n z des P h a s e n v o l u m e n s fo lg t , daß die t he rmodynamischen 
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n s t r e n g e r f ü l l t werden , wenn die E n t r o p i e p r o p o r t i o n a l dem 
P h a s e n v o l u m e n und die T e m p e r a t u r p ropo r t i ona l zu dessen l o g a r i t h m i s c h e r A b l e i t u n g 
gese tz t we rden . D a s g i l t auch f ü r Gesamthe i t en aus be l ieb ig w e n i g e n Tei lchen . 

D e r P h a s e n r a u m 

Es sei ein System betrachtet, das den Gesetzen 
der klassischen Mechanik genügt; dabei stellen 

wir uns vor, daß dieses System aus vielen einzel-
* Bonn, je tz t Max-P l anck - In s t i t u t f ü r Phys ik , Göt-

t ingen . 

nen Teilchen besteht, ohne jedoch vorläufig von 
dieser Vorstellung Gebrauch zu machen. Der Zu-
stand („Mikrozustand") des Systems wird dann 
in jedem Augenblick durch die Angabe von so 

1 Die vo r l i egende U n t e r s u c h u n g s te l l t den e r s t en 
Teil der Bonner Diss . des V e r f . da r . 
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vielen generalisierten Koordinaten Q, wie die Zahl 
der Freiheitsgrade beträgt, und den zu diesen 
kanonisch konjugierten Impulsen P beschrieben2. 
Die Impulse und Koordinaten seien dabei als 
kartesische Koordinaten in einem symbolischen 
polydimensionalen „Phasen" - Räume ( E h r e n -
f e s t s r-Phasenraum) gedeutet. 

Es sollen nun nur solche Systeme untersucht 
werden, die im Laufe der Zeit nicht vollkommen 
auseinanderlaufen. Das erreicht man sicher, wenn 
man verlangt, daß das Integral 

J(E0) = / . . . / dPdQ 
E(P,Q)<EÜ 

existiere [P, Q statt aller Koordinaten im Phasen-
raum, E (P, Q) = Gesamtenergie als Ortsfunktion 
im Phasenraum]. 

J(E0) mißt das Volumen des Teils des Phasen-
raums, den das System mit irgendeiner Energie, 
kleiner als E0 erreichen kann, und heißt das 
Phasenvolumen. J(E0) ist kanonisch invariant, 
d. h. von der Wahl der generalisierten Koordina-
ten unabhängig. 

Das betrachtete mechanische System heiße eine 
ergodische Gesamtheit, wenn bei konstanter Ge-
samtenergie der zeitliche Mittelwert einer beliebi-
gen, von den P, Q stetig, aber nicht explizit von 
der Zeit abhängigen Funktion über hinreichend 
lange Zeiträume stets dem Mittel dieser Funktion 
über die Schale konstanter Energie im Phasen-
raum gleich ist, in dem Sinne, daß 

/ F(P(t),Q (t)) dt 
F(P,Q)= lim 

h - t o (1) 

/ . . . / F(P,Q)dPdQ 
G0<G(P, Q)<EN+DEA . 

= / . . . / dPdQ ' 
E0<E(P,Q)<E0 + DE0 

für den letzten Quotienten kann auch geschrieben 
werden: 

dEn-i- JJ F(P, Q) dPdQ 
F(P, Q) = 

dE, 0 E(P,Q)<E0 

1 d ( i a ) 1 d f f FdPdQ, 
G(E0) dE0 E<Ea 

wenn die Ableitung des Phasenvolumens nach der 
Energie mit G (E) abgekürzt wird; wir werden 
sie die Phasendichte der betrachteten Gesamtheit 
nennen. 

Die Zulässigkeit dieser Mittelbildung entspricht 
der Quasiergodenhypothese in der Formulierung 
von E h r e n f e s t . Es wäre schon hinreichend, 
wenn die Vertauschbarkeit der Mittelbildungen 
nur für „fast alle" Anfangsbedingungen gefordert 
würde, d.h. wenn für eine Mannigfaltigkeit von 
Anfangsbedingungen niedrigerer Dimensionszahl 
ein anderes Verhalten zugelassen würde (z. B. für 
durch zufällige Entartungen entstehende einfach-
periodische Bewegungen); es würden dann auch 
die weiteren Folgerungen nur „fast immer" gel-
ten. 

In der so definierten ergodischen Gesamtheit ist 
das Zeitmittel irgendeiner Funktion des Mikro-
zustandesi stets eine eindeutige Funktion der Ener-
gie der Gesamtheit; das trifft aber ohne weiteres 
z. B. für den Drehimpuls nicht zu, und das heißt, 
daß die Ergodenhypothese, selbst in unserer vor-
sichtigen Formulierung, sicher nicht streng gültig 
ist. Es sei jedoch hier auf diese Problematik nicht 
weiter eingegangen, sondern die Gültigkeit von 
(1) sei einfach postuliert. 

Wenn eine Gesamtheit aus mehreren Teilen be-
steht, die in dem Sinne fast immer voneinander 
unabhängig sind, daß die Gesamtenergie der Ge-
samtheit in jedem Augenblick als die Summe der 
Energien der einzelnen Teile dargestellt werden 
kann und daß die Zeit, in der die Teile miteinan-
der merklich Wechsel wirken (Stöße!), vernach-
lässigt werden kann, dann mögen diese Teile die 
Teilmengen dieser Gesamtheit heißen. 

Der Zustand einer Teilmenge werde wieder 
durch einen Punkt in ihrem Phasenraume be-
schrieben. Sie besitzt in jedem Augenblick eine 
bestimmte Energie und damit ein bestimmtes 
Phasenvolumen und eine bestimmte Phasendichte. 

Es sei nun eine Teilung der Gesamtheit in zwei 
Teilmengen (I und II) betrachtet. Es ist gefragt 
nach der mittleren relativen Zeitdauer, in der die 
Teilmenge I eine Energie zwischen El0 und 
E + dE0 besitzt3. Nach der Ergodenhypothese 
kann statt dieses Zeitmittels das entsprechende 

2 Wir werden konsequent alle auf Gesamtheiten 
bezüglichen Größen mit großen Buchstaben bezeichnen. 

3 Alle auf Teilmengen bezüglichen Größen sollen 
durch große Buchstaben mit römischen Ziffern als 
Indices bezeichnet werden. 



// 
W^E^ dE = 

El0<El(Pl^Ql)<EI0 + dE 
dPr dQI. f f dPu dQu 

Euo<En<.pn,Qn)<Eiio+dE 

f f dPdQ 
Eio+Eno< Ei Qi) + En (pn • <?n) <Eio + Eno + dE 

wobei der Zähler dadurch entsteht, daß, solange 
die Teilmenge I die Energie EL hat, die komple-
mentäre Menge II die Energie E n besitzen muß, 
mit E1 + En = E = konst. 

Man kann hier nun wieder die Phasendichten 
einführen und erhält (unter Forilassung des 
Index 0): 

W^EJ 
G i ( E i ) G u ( E n ) 

G (EI + En) (2) 

G^EJ Gu (E — Et) 

Die Funktion (Ej) heißt die „Energievertei-
lungsfunktion" (der Teilmenge I); mit ihrer Hilfe 
kann der Mittelwert einer Funktion der Energie 
der Teilmenge I sofort angegeben werden: 

-+- CO 
F^E^ f F1{El)Wl(El)dEl 

(3) 
+ CO 
/ Fl(EI}GI(EI)GlI(E-El)dEl 

— oo 

~ ~GW) ' 

Der Mittelwert ist (durch Wj) eine Funktion der 
Gesamtenergie E . 

D i e F a l t u n g s m e t h o d e 

Nach der Definition der Energieverteilungs-
funktion muß ihr Integral, erstreckt über alle 
möglichen Energien, Eins ergeben: 

+ oo 
' / W^ (Ej) dEl = 1 , 

d.h.: f G1(E1)Gn(E-E1)dEI = G(E). (4) 
— CO 

Gl. (4) besagt nun, daß die Phasendichte der 
Gesamtheit — G (E) — durch Integration des Pro-
duktes der zusammengehörigen Phasendichten 
der Teilmengen über die Energie gewonnen wer-
den kann. Das kann als direkte Folge der Ergoden-

hypothese angesehen werden, durch die ja die 
Gleichwahrscheinlichkeit gleich großer, mit der 
Energiebedingung verträglicher Gebiete im Pha-
senraum postuliert wird. 

Ein Integral der Form (4) wird als Faltungs-
integral bezeichnet und symbolisch mit einem 
Stern geschrieben. 

+ CO 
G 1 ( E ) * G n ( E f GI(EI)Gu(E-E1)dE1 — QO 

+ OO 
= f G^E— Eu) Gu (Eu) dEn = Gu (E)*G1(E). 

— OO 
(4 a) 

Die an ein Produkt („Faltungsprodukt") er-
innernde Schreibweise ist gerechtfertigt, da die 
Bildung kommutativ und als lineare Operation 
distributiv gegenüber der Addition ist. Man kann 
zeigen4, daß die mehrfach angewendete Operation 
auch assoziativ ist: 

Die Gl. (4) gilt insbesondere auch, wenn man 
eine Gesamtheit betrachtet, die nur aus zwei ein-
zelnen Teilchen mit den Phasendichten gx(u) und 
g2 (u)5 besteht, die voneinander fast immer un-
abhängig sind (in dem oben für Teilmengen defi-
nierten Sinne): 

+ oo 
G(E)= f 9l (u)g2 (E— u) du = gx {E)*g,{E). 

— OO 

Besteht die Gesamtheit in entsprechender Weise 
aus 3 Teilchen, so können 2 Teilchen zusammen 
als eine Teilmenge der Gesamtheit angesehen wer-
den, deren Phasendichte durch Faltung der Pha-
sendichten der beiden Teilchen entsteht; die noch-

4 Am e infachs ten so: die L a p l a c e - T r a n s f o r m i e r t e 
e ines F a l t u n g s p r o d u k t e s is t gleich dem gewöhn l i chen 
P r o d u k t der L a p l a c e - T r a n s f o r m i e r t e n der e inze lnen 
„ F a k t o r e n " . Vgl . dazu G. D o e t s c h : T h e o r i e u n d 
A n w e n d u n g der L a p l a c e - T r a n s f o r m a t i o n , B e r l i n 1937, 
S. 155 ff. 

5 Z u r Beze ichnung von Größen , d ie sich auf ein-
zelne Tei lchen beziehen, we rden s t e t s kleine Buch-
s taben benu tz t werden , g e g e b e n e n f a l l s mit arabischen 
Indices . S t a t t e soll jedoch u ge sch r i eben werden. 



malige Faltung mit der Phasendichte des dritten 
Teilchens ergibt dann die Phasendichte der Ge-
samtheit. Wegen des assoziativen Gesetzes der 
Faltungen ist das Ergebnis von der hilfsweisen 
Bildung der Teilmenge unabhängig, wie das nach 
dem physikalischen Sinn ja auch gefordert wer-
den muß, 

G(E)=9l (E)*g% (E) * g3 (E). 

So kann natürlich für weitere Teilchen fortgefah-
ren werden, so daß als Phasendichte G (E) einer 
ergodischen Gesamtheit aus N voneinander fast 
immer unabhängigen Teilchen [mit den Phasen-
dichten g. (M)] folgt: 

G(E) = 9l(E)*...*9i(E)*...*gN(E), 

wofür kurz geschrieben werden soll: 

G (E) = n g. (E); i = 1 , . . . , tf.» (5) 
t 

Die Voraussetzungen der Gültigkeit der Gl. (5) 
sind der ergodische Charakter der Gesamtheit und 
die. Separierbarkeit der Gesamtenergie in Ener-
gien, die nur von den Lage- und Impulskoordina-
ten je eines Teilchens abhängen. Existieren Ener-
gien — z. B. infolge Coulombscher oder van der 
Waalsscher Kräfte zwischen den Teilchen —, die 
nicht von dem Zustand einzelner Teilchen allein 
abhängen, so besteht diese Möglichkeit nicht mehr. 
Es sollen im folgenden jedoch nur Gesamtheiten 
betrachtet werden, die aus voneinander (fast 
immer) unabhängigen Teilchen bestehen, so daß 
das Faltungsverfahren anwendbar ist7. 

Häufig tritt nun der Fall ein, daß auch die Ener-
gie eines einzelnen Teilchens in Teilenergien 
separiert werden.kann, die nur von je einer Lage-
oder Impulskoordinate abhängen. Wenn die Ener-
gie eines Teilchens vollständig separierbar ist, 
kann also geschrieben werden: 

u (p , q) = 2 vk + lk (pk) ; k = 1 8 

k 

6 Der Index i soll s te t s übe r alle Teilchen einer Ge-
samthei t laufen. 

7 Über die Zahl der Tei lchen soll nu r vorausgese tz t 
werden, daß eine Gesamthe i t mindestens ein Teilchen 
enthäl t , ebenso eine Te i lmenge; wenn also von einer 
Te i lung einer Gesamthei t in zwei Tei lmengen die Rede 
ist, muß die Gesamthei t mindestens zwei Teilchen 
enthal ten, damit keine Tei lmenge leer ist. 

•(vk = Komponenten der potentiellen Energie; 
tk = Komponenten der kinetischen Energie; f = 
Zahl der Freiheitsgrade). 

Es kann dann jedem Energieanteil wieder ein 
„Phasenvolumen" und eine „Phasendichte" zu-
geordnet werden und aus den einzelnen „Phasen-
dichten" wieder die Phasendichte des ganzen Teil-
chens aufgebaut werden. 

V 
JM 

/v(q) 
JM 

/v(q) 

jV / j ^ j 
I / I ! ! 
> I I 
> I I I 
1 I I I 

Cl) 12) (3) (1), q 
Wo) q(vo) q('o) qw 

Abb. 1. „Phasenvolumen" zu einem Energ iean te i l . 
(Der Index k is t übera l l weggelassen. ) 

Die Bedeutung dieser Möglichkeit liegt darin, 
daß die „Phasenvolumen" jk (vk) bzw. jk (tk) leicht 
gewonnen werden können, wenn die Energiefunk-
tionen vk (qk) bzw. tk (pk) bekannt sind. Das „Pha-
senvolumen" jk (vk 0) z. B. mißt die Länge der 
Stücke von q k , zu denen ein vk(qk) <vkQ gehört 
(vgl. Abb. 1). Es ist also einfach 

/(2) (1) \ 
/ » K O H M ' M ) — o ) ) (6) 

/(4) (3) \ 

+ U * ( f W — + • • •' 

wenn die qk{v fc0) die der Größe nach geordneten 
Wurzeln der Gleichung 

vk (9k) = vko 

darstellen. In allen interessierenden Fällen hat 
diese Gleichung unterhalb einer Mindestenergie 
keine und darüber genau zwei Wurzeln. (Abb. 1 
stellt also einen allgemeineren Fall dar, der aber 
keine besonderen Schwierigkeiten macht.) 

Durch Differentiation nach der Energie ergibt 
sich die „Phasendichte" und durch Faltung aller 
„Phasendichten" (einschließlich der zu den kine-
tischen Energieanteilen gehörenden, die entspre-
chend dargestellt werden können) erhält man die 
Phasendichte des ganzen Teilchens. 

8 Der Index k soll s te ts über die F re ihe i t sg rade 
eines einzelnen Tei lchens laufen. 



9(u)= n 
1 

(2) 
dqk 0 ) 

du 

( 
) (i) 

du 
(2) 

dpk 0 ) 
du 

oder 

(i) 
(M) 

du 

47) n W - t t )J 
oder anders geschrieben: 

r I 
g(*)= n ' 1 du \ 1 du \ 

\dqkl( 2) \dqj( ) (7 a) 

( (^i>J(2) (ppjd) ^ 

(i) 
( ! ) = (u) 

u) 

(2) -»• entsprechend. 

Bei diesen Gleichungen ist besonders zu beach-
ten, daß bei der symbolischen Schreibung des 
Faltungsproduktes als Argument nicht die Inte-
grationsveränderliche, sondern die Resultatver-
änderliche angegeben wird, die Parameter des 
Integrales ist [vgl. Gin. (4 a) und (5)]. 

„ K l a s s i s c h e " T e i l c h e n 

Die einzelnen Energieanteile von Teilchen mit 
separierbarer Energie hängen bei vielen Modellen 
in ähnlicher Weise von der zugehörigen Koordi-
nate ab. So ist die kinetische Energie stets eine 
homogene quadratische Funktion der Impulse9, 
sie kann also als Summe von Anteilen dargestellt 
werden, die den Quadraten der Impulskomponen-
ten proportional sind. Ebenso ist die potentielle 
Energie des linearen harmonischen Oszillators 
eine quadratische Funktion der Lagekoordinate, 
während die potentielle Energie in einem homo-
genen Schwerefeld von einer unteren Grenze 
(nämlich dem Boden des Gefäßes) an, an der sie 
gleich Null gesetzt werden darf, proportional zu 
einer Lagekoordinate ist. Die Energiefunktion 
eines Freiheitsgrades kann in diesen und noch 
wesentlich allgemeineren Fällen durch geeignete 
Wahl der Konstanten ak und ck auf eine der bei-
den Formen gebracht werden: 

, , U W ... >n 
(<?*) = ( 2 9k ) far 9k<° 5 ( 8 a ) 

geradzahlig > 0 

^ K + i ) 

oo 

ol f ü r 9k> 

für qk<0 

beliebig > 0 , ( 8 b ) 

wobei alle a k , c k > 0 und r die Gammafunktion 
darstellt. Für die kinetische Energie genügt die 
(8a) entsprechende speziellere Form: 

= - * = ! , . . . , / % c / > o . (9) 
ck 

Die Anwendung der Gl. (6) ergibt sofort das 
„Phasenvolumen", und zwar für (8 a) und (8 b) 
übereinstimmend: 

h(vk)= r(ak+\) »v°k] a k ' C f c > 0 ( 1 0 ) 

und entsprechend für die kinetischen Anteile (9): 

h'Vk) = ; c * > 0 ; 
( u ) 

k 

Hierbei, wie auch im folgenden, bedeutet die vor-
gesetzte Null (0), daß für negative Argumente der 
Funktionsverlauf durch Null ersetzt werden soll: 

• im «"••• "I 
0 l 0 für x<0\ 

Durch Differentiation der „Phasenvolumen" er-
hält man die zugehörigen „Phasendichten" 

:V JT\ 

(10 a) 

(IIa) 

Bei dieser Form der einzelnen „Phasendichten" 
können die Faltungen zum Aufbau der Phasen-
dichte des ganzen Teilchens ausgeführt werden 

9 Bei nichtrelativist ischer klassischer Behandlung, 
wie sie hier allein durchgeführ t werden soll. 



Z U R S T A T I S T I K K L A S S I 

mit Hilfe des Faltungssatzes10: 

"l o, — 1 o, — l 
7 g t M (12) 

C1 C2 + —1 

Das Faltungsprodukt „einseitiger" Potenzen ist 
also wieder ein solches, dessen analytische Ge-
stalt bei unserer Definition der Konstanten in sehr 
einfacher Weise von den Parametern der „Fak-
toren" abhängt. 

Für die Termdichte eines ganzen derartigen 
Teilchens erhält man damit: 

mit 
f f f 

c = tf a = 2 * * + Y k = 1 fc = 1 ^ 
/ 

(f = Zahl der Fre ihe i t sgrade im Sinne der Mechanik!) 

und durch Integration über die Energie sein 
Phasen volumen: 

( 1 8 a ) 

Die Form (13) bzw. (13 a) bleibt auch erhalten, 
wenn einige oder alle Lagekoordinaten keinen 
Beitrag zur potentiellen Energie bringen, sondern 
von ihnen lediglich eine Begrenzung des dem 
Teilchen zugänglichen Gebietes abhängt; die 
Größe dieses Gebietes tritt als Faktor in der 
Phasendichte und im Phasenvolumen auf, ent-
spricht also dem Produkt der ck für die betref-
fenden Freiheitsgrade, während für die zugehöri-
gen ak Null gesetzt werden muß. 

Teilchen mit der Phasendichte und dem Phasen-
volumen der Gin. (13) bzw. (13 a) werden hier im 
folgenden „klassische Teilchen" genannt11. Die 
Anführungsstriche („klassisch") werden wir mit-
führen, weil die Anwendbarkeit der klassischen 

10 D iese r Satz i s t d u r c h exp l i z i t e s I n t e g r i e r e n le icht 
zu ver i f i z ie ren , da a l l e I n t e g r a l e e l emen ta r a u s w e r t -
b a r sind. Besonders e l e g a n t is t e r jedoch mit H i l f e 
der L a p l a c e - T r a n s f o r m a t i o n zu beweisen , da 

-f oo 
T f c «1 — 11 /*„— uß c a — 1 , — o 

n J e l > ) o M = ' 
OO 

und die T r a n s f o r m a t i o n des Sa tzes (12) einfach besagt : 

Mechanik zur Geltung von (13) und (13 a) noch 
nicht hinreicht; wir werden allerdings zeigen, 
daß die meisten (im gewöhnlichen Sinne) klassi-
schen Modelle tatsächlich diesem Typus entspre-
chen und daß die „klassische" Form von Phasen-
volumen und -dichte für den Äquipartitionssatz 
der Energie notwendig12 und hinreichend ist. 

Der Exponent der Energie in der Phasen-
volumenfunktion a soll die „Kennzahl" des be-
treffenden Teilchens genannt werden, da diese 
Kennzahl für das statistische Verhalten des Teil-
chens ausschlaggebend ist. Nach Gl. (13) ist sie 
gleich der Summe aus einem Anteil der potentiel-
len Energie plus der halben Zahl der Freiheits-
grade (im Sinne der Mechanik) des Teilchens. 

B e i s p i e l e „ k l a s s i s c h e r " T e i l c h e n 

Ideales Gas. In einem idealen Gase ohne „ innere" 
Fre ihei t sgrade hängt die Energ ie jedes Tei lchens n u r 
von seinem Impuls ab : 

u = -J— (p 2 + p 2 + p 2) . 2 m r* y 12 

Das entspricht der „k lass i schen" F o r m (9) , wenn 
man 

CJ — Cy = c, = V2 m Jt setzt. 

Die Lagekoordina ten l iefern e infach das Volumen V, 
das dem Gase zur V e r f ü g u n g steht, als Fak to r , so daß 
man insgesamt als Phasendich te und -volumen eines 
idealen Gases erhä l t : 

g (u) = 2 jt (2 m f 2 V0u1'2. ( 1 4 ) 

j ( u ) = ~ j t ( 2 m f 2 P > 3 / 2 . ( 1 4 a ) 

Sedimentationsgleichgewicht. Befindet sich d a s ideale 
Gas in einem homogenen Schwerefeld, so bet rägt die 
Energ ie eines Tei lchens : 

U = Y m +V» + m 

(Y = Beschleunigung des f re ien Fal ls , z — Höhe, nach 
oben positiv gerechnet) . 

Hat das Gefäß in der Höhe z = 0 einen Boden und 
darüber bis ins Unendl iche den kons tanten Querschni t t 
Q, so hat der z-Anteil der potentiellen Energ ie die 
Form (8 b) mit 

11 Ohne Annahmen ü b e r die S e p a r i e r b a r k e i t der 
E n e r g i e der Tei lchen zu machen. 

12 S. die Diss. Abschn. B § 12 (vgl . Anm. 1). 



w ä h r e n d die hor izonta len Koordinaten n u r den Quer-
schnitt Q als F a k t o r br ingen. Damit ergeben sich 
Phasendichte und -volumen: 

8 
g ( u ) = ^ - j v ( 2 m ) l l 2 y - 1 Q y \ 3/2 (15) 

16 
j (u) = ^ - j i (2 m)1/2 r 1

 Q o"5/2 • (15 a) 

Die potentielle Energ ie bewirkt also eine E r h ö h u n g der 
Kennzah l a des Te i lchens von 3/2 auf 5/2. 

Auch der al lgemeinere Fal l , daß der Querschnit t des 
Gefäßes in der F o r m 

Q(z) = 0z>- b> 0 

(b nicht notwendig ganzzahl ig) von der Höhe z ab-
hängt . f ü h r t auf die „klass ische" Phasendichte f ü r das 
Te i l chen ; f ü r die Kennzah l a e r g i b t sich h i e rbe i 1 3 

4 + » . 

Linearer harmonischer Oszillator. Die Energie des 
e indimensionalen ha rmonischen Oszil lators ist 

wenn f ü r die elast ische Konstante a 2 gesetzt wird. Die 
Abhängigkei t der Energ ie von Impu l s und Ort ist von 
derselben A r t und ergibt die Phasendich te 

g ( u ) — 2 j t a 1 Vm 0wc 

und das entsprechende Phasenvo lumen: 

j (u) = 2 jt a~l Vm 0u . 

0 _ J 1 für u>0 
~ l 0 f ü r w < 0 

(16) 

( 1 6 a ) 

S t a t i s t i k „ k l a s s i s c h e r " G e s a m t -
h e i t e n 

Besteht eine Gesamtheit aus lauter „klassi-
schen" Teilchen — wir wollen sie dann eine „klas-
sische Gesamtheit" nennen —, so kann ihre Pha-
sendichte durch wiederholte Anwendung des Fal-
tungssatzes (12) berechnet werden. Die Phasen-
dichte der Gesamtheit hat dann genau wieder die 
„klassische" Form: 

G{E) = 
C 

M 
A—l A,C>0 (13') T(A) 0 

C = ffc.; A = 2 «.; i = l , . . . , 2 V ; N> 1. 

Für das Phasenvolumen folgt entsprechend: 

C 

Diese bequeme analytische Gestalt von Phasen-
volumen und -dichte gestattet die explizite Be-
rechnung verschiedener Verteilungsprobleme. Es 
werde z. B. nach der Verteilungsfunktion für die 
Energie eines Teilchens mit der Phasendichte 

g(u) = T(a) 0 

in einer solchen „klassischen" Gesamtheit ge-
fragt. Gl. (2) ergibt dafür nach entsprechender 
Änderung der "Bezeichnungsweise: 

w (u) = g (u) 
Gr{E~u) 

G(E) 

wenn GR die Phasendichte der Restmenge aus 
allen Teilchen ohne das herausgegriffene bezeich-
net. In dieser Formel bedeutet g (u) die a-priori-
Verteilung, während der Quotient den Einfluß der 
übrigen Teilchen auf die Energieverteilung dar-
stellt. Die Einsetzung der „klassischen" Aus-
drücke ergibt: 

, , c — i r(Ä)(E-u)A~a-1 

T{a) r(A — a)cEÄ~l 

0 </u ^ E . (17) 

Wenn die Gesamtheit aus sehr vielen („unend-
lich" vielen) Teilchen besteht und die mittlere 
Energie pro Teilchen endlich ist, d. h. wenn A 
und E gleichmäßig gegen unendlich gehen, nähert 
sich diese Verteilungsfunktion asymptotisch dem 
Ausdruck 

lim «;(«) = -= r — 
A,E-+ oo i (a) 

a — 1 e 
c(E/A)a u>0, 

Das ist aber die M a x w e l l - B o l t z m a n n s e h e 
Verteilungsfunktion, wenn man E/A = kT setzen 
darf, was wir im folgenden rechtfertigen werden. 

Die Abweichung der exakten Verteilung (17) 
von der Boltzmann-Verteilung trägt der einleuch-

13 Die ge legent l ich b e n u t z t e Beze i chnung von 2 a a l s 
„Zahl der s t a t i s t i schen F r e i h e i t s g r a d e " d ü r f t e dami t 
ad absu rdum g e f ü h r t sein. S ie w a r e n t s t a n d e n aus dem 
Z u s a m m e n h a n g 2a = f + 2 S a ^ ( G l . 13), wobei m a n 
dann 2 S a f c a l s die „Zah l der F r e i h e i t s g r a d e der po t en -
t ie l len E n e r g i e " bezeichnete . 



tenden Tatsache Rechnung, daß kein Teilchen 
eine größere Energie besitzen kann als die Ge-
samtenergie der Gesamtheit [w (u) — 0 für u — E]. 

Die mittlere Energie des. herausgegriffenen Teil-
chens erhält man durch die elementar ausführ-
bare Integration14 

+ oo E 

u — j uw (u) du = J uw (u) du zu 
— oo 0 

(18> 

(18) besagt, daß die mittlere Energie eines jeden 
Teilchens in einem von der Gesamtenergie unab-
hängigen Verhältnis zu dieser steht, und zwar 
ist dieser Bruchteil gleich dem Verhältnis der 
Kennzahl des Teilchens (nämlich: a) zu der der 
Gesamtheit (A = Sa.) . Das ist das klassische 
Äquipartitionstheorem der Energie, das also auch 
in Gesamtheiten aus beliebig wenig Teilchen 
streng gilt, sofern diese „klassisch" sind. 

Gl. (18) stellt wegen der Berücksichtigung der 
potentiellen Energie (2 a = „potentielle" + „kine-
tische" Freiheitsgrade, vgl. Anm. 13) eine Ver-
allgemeinerung gegenüber der üblichen Formulie.-
rung dar. 

Ebenso ergibt die Auswertung des Integrals: 
+ oo 

a +1 f 2 A(a +1)-2 

= / u w (u) du = T ^ — T T u {A + l )a a 

2 

U 1 

das mittlere Energiequadrat, und daraus folgt das 
mittlere Schwankungsquadrat: 

(Au)2 = u2 — u = 
A 1 

(A+l)a 

Die wahrscheinlichste Energie des Teilchens ist 
die Stelle u = ü, an der w (u) ein Maximum hat; 
sie ergibt sich zu: 

u für a —1>0; A — 2 > 0 ; 

für a—1 < 0 ; A — a —1>0. 

für a — 1 > 0 ; A-* oo . 

f A(a-- 1 ) 
UA- 2)a 

l 0 

ü 
a— 1 u 

14 Diese f ü h r t man aber am einfachsten auf eine 
F a l t u n g zurück, die dann nach Gl. (12) ausgewer te t 
wird. 

Bei den Herleitungen der vorstehenden Formeln 
war es nur auf die analytische Form der Phasen-
dichten des herausgegriffenen Teilchens und der 
Gesamtheit angekommen (beide mußten die „klas-
sische" Form haben), aber nicht darauf, daß die 
erste Phasendichte wirklich zu einem ganzen 
Teilchen gehört. Die Formeln gelten also auch, 
wenn sie auf einen einzigen separierbaren Ener-
gieanteil bezogen werden, etwa die potentielle 
Energie eines Gasteilchens in einem homogenen 
Schwerefeld. Gl. (17) gibt dann die Verteilung 
der potentiellen Energie, und d. h. die mittlere 
Dichte des Gases in Abhängigkeit von der Höhe 
(und der Gesamtenergie). 

Ebenso ergeben diese Formeln die Verteilung, 
den Mittelwert usw. der Energie einer Teilmenge, 
bestehend aus mehreren Teilchen, wenn man ihre 
Phasendichte (gleich dem Faltungsprodukt der 
Phasendichten ihrer Teilchen) — also ihre Kenn-
zahl (gleich der Summe der Kennzahlen ihrer 
Teilchen) — an die Stelle der entsprechenden 
Größen des oben herausgegriffenen Teilchens 
setzt. 

T h e r m o d y n a m i k „ k l a s s i s c h e r " 
G e s a m t h e i t e n 

Die Energie einer Gesamtheit in einem bestimm-
ten (Mikro-) Zustande, der als Punkt in dem 
Phasenraum der Gesamtheit, d.h. durch Angabe 
aller P, Q (wobei wieder nur ein Paar statt aller 
geschrieben ist), beschrieben sei, hängt noch von 
sog. „äußeren" Parametern ab, die wir bisher als 
konstant vorausgesetzt hatten. Solche Parameter 
sind etwa die Stärke des Gravitationsfeldes für 
ein Sedimentationsgleichgewicht oder das Volu-
men, das den Teilchen eines Gases zur Verfügung 
steht. Wenn die Funktion E = E (P,Q) noch von 
den Parametern xr abhängt, sind auch Phasen-
volumen und -dichte von diesen abhängig, so daß 
ausführlich geschrieben werden muß15: 

E = E(P,Q;x), 

J=J(E;x), G = G(E-x) = 
dJ(E-x) 

dE 

Die Kraft Xr, die der Parameter xr ausübt, 
hängt von dem jeweiligen Werte der P, Q und 
aller x ab: 

Xr(P,Q-,x) = -Jx~E(P,Q-x). 

15 Wi r schreiben einfach x an Stelle al ler £ . 



Als Energiebilanz für eine infinitesimale Para-
meterverschiebung ergibt sich damit: 

r 

adiabat / i Ty r 
r 

Eine Parameterverschiebung möge ein „adiaba-
tischer Prozeß" genannt werden, im Gegensatz 
zu einem allgemeinen Prozeß, bei dem der Energie-
inhalt einer Gesamtheit nicht nur durch die Arbeit 
äußerer Parameter, sondern etwa auch dadurch 
geändert wird, daß die betrachtete Gesamtheit eine 
Zeitlang mit einem anderen Körper zu einer 
(ergodischen) Gesamtheit vereinigt wird, d. h. da-
durch, daß sie in „Wärmekontakt" mit einem 
anderen Körper gebracht wird. Der auf diese 
Weise gewonnene Energiezuwachs der Gesamt-
heit heißt die „Wärmemenge" Q (eine Verwechs-
lung mit der Bezeichnung der Lagekoordinaten 
ist wohl nicht zu befürchten), und es gilt für 
einen infinitesimalen Prozeß allgemein: 

dQ = dE+%Xrdxr. (19) 
r 

(Erster Hauptsatz der Thermodynamik) 
Die Aussage des Ersten Hauptsatzes, also des 

Energieerhaltungssatzes, liegt dann darin, daß 
das dQ der betrachteten Gesamtheit und das des 
Körpers, mit dem die betreffende Gesamtheit in 
Kontakt gebracht worden war, zusammen gleich 
Null sind. 

Besonders wichtig sind die Prozesse, bei denen 
die Parameterverschiebungen so langsam ausge-
führt werden, daß bei der Berechnung des Ener-
giezuwachses - S I - dxr die Kräfte der äußeren 

r ' 

Parameter durch ihre Zeitmittel ersetzt werden 
dürfen. Solche Prozesse mögen „quasistatischu 

heißen. 
Für das Zeitmittel einer äußeren Kraft kann 

auf Grund der Ergodenhypothese [Gl. (Ia)] ge-
schrieben werden: 

G(E0-x) dE, J J dxr 

E(P*Q;x)< E° 

= edhnkfJdPdQ 
E(P,Q;x)<E0 

1 dJ (E0; x) 
G{E0-x) dxr • 

Für die während eines quasistatischen Prozes-
ses zugeführte Wärme gilt also: 

dQ . = dE . + + V ~X dx Y quasist quasist 1 / i r r 
r 

= dE (19a) 
quasist ^ Q Z j d x r

 r V ' 
r 

Ein Prozeß, der zugleich adiabatisch und quasi-
statisch geführt wird, der, mit anderen Worten, 
nur in einer unendlich langsamen Parameterver-
schiebung besteht, sei „isentrop" genannt. Für 
einen infinitesimalen isentropen Prozeß gilt also 
die Energiebilanz: 

o = dE. t isentrop ^ Q Z j d x 
r r 

Diese Gleichung ist sehr wertvoll, da sie ge-
stattet, den Energiezuwachs der Gesamtheit zu 
berechnen, ohne daß man die Abhängigkeit der 
Kräfte der äußeren Parameter vom Mikrozustande, 
also die Funktionen Xr(P,Q;x), zu kennen 
braucht, da nur die Ableitungen der „makroskopi-
schen" Funktion J (E ; x) auftreten. 

Wegen 

r 
r 

ist Gl. (19 b) mit der Behauptung der isentropen 
Invarianz des Phasenvolumens äquivalent16: 

dJ. f = 0 . isentrop 

19 In der L i t e r a t u r wird meist von der „adiabati-
schen" Invar ianz des Phasenvolumens gesprochen. 
Das e r inner t an die schnell ablaufenden adiabatischen 
Prozesse der makroskopischen Thermodynamik, wäh-
rend hier der unendlich langsame Verlauf ganz wesent-
lich ist. S m e k a 1 ha t te deshalb vorgeschlagen, ein-
fach „Pa rame te r inva r i anz" zu sagen; das ist aber 
offenbar nicht wesentl ich besser. Wi r haben hier des-
halb einen „isentropen P rozeß" vor der Definit ion 
der Ent ropie e inge führ t , analog zur üblichen Einfüh-
rung eines „adiabatischen Prozesses" oder einer „adia-
batischen Wand" vor der Definit ion der Wärme. 



Zur Definition der absoluten Temperatur kön-
nen wir nun genau so vorgehen, wie es in der 
makroskopischen Thermodynamik zuerst H. von 
He lmho l t z 1 7 und dann auch C a r a t h e o d o r y 1 8 

getan hat. Es wird die absolute Temperatur als 
der integrierende Nenner der quasistatisch19 zu-
geführten Wärmemenge definiert, der die Eigen-
schaften einer empirischen Temperatur besitzt. 
Dabei ist eine empirische Temperatur eine von 
der Energie monoton abhängige Zustandsgröße, 
die für alle Körper im Wärmegleichgewicht 
gleich ist. 

Integrierender Faktor zur quasistatisch zuge-
führten Wärme ist z.B. G(E), da nach (19a) 
und (20)': 

G (E) dQ . . = dJ \ / * quasist 

ist. Allgemein kann zu G (E) noch eine beliebige 
(integrierbare) Funktion f (J) hinzutreten, da 

f ( J ) G (E) dQquasist = f ( j ) dJ= d f f (J) dJ 

ebenfalls ein vollständiges Differential ergibt. 
Bei den „klassischen" Gesamtheiten,, zu denen 

wir jetzt zurückkehren — die vorstehenden Aus-
führungen dieses Abschnittes gelten unabhängig 
von der speziellen Abhängigkeit des Phasenvolu-
mens von der Energie —, können wir auch sofort 
eine empirische Temperatur angeben: Die mitt-
lere Energie pro Kennzahl ist für alle Teilchen 
und damit auch für alle Teilmengen einer „klassi-
schen" Gesamtheit gleich, und zwar ist sie gleich 
dem Quotienten aus Phasenvolumen und Phasen-
dichte (18): 

E, E I i E J iE) 
ln G(E) 

Teilchen Teilmengen Gesamtheit 
(18 a) 

Da J/G auch ein integrierender Nenner der quasi-
statisch zugeführten Wärme ist, ist 

J(E) 
G(E) 

kT (21) 

die absolute Temperatur, wobei der zunächst noch 
unbestimmte Faktor k durch Betrachtung eines 
Beispiels, z. B. eines idealen Gases mit der Boltz-
mann-Konstanten, identifiziert werden kann. 

Die Differentiation der Energie nach der Tem-
peratur ergibt die spezifische Wärme bzw. die 
Wärmekapazität der Gesamtheit: 

du 
~dl 

- = C =kA, ' V ' 

sie ist also bis auf den Faktor k gleich der Kenn-
zahl der Gesamtheit. 

Durch die Temperatur ist zugleich auch das 
Entropiedifferential festgelegt: 

d g = ^quasistat =Jcd f - i r dJ= k d ln«7 ; 
T / J 1 J (22) 

S-Sn 

17 H. v. H e 1 m h o 11 z , J. Math. 97, 111, 317 [1884]. 
18 C a r a t h e o d o r y , Math. Ann. 61, 355 [1909]. 
19 D a ß es da rauf ankommt , daß die W ä r m e quasi-

statisch und nicht d a r a u f , daß sie reversibel z u g e f ü h r t 
wird , ha t T. E h r e n f e s t - A f f a n a s s j e w a geze ig t 
(Z . P h y s i k 38, 933 [1925]; 34, 638 [1925]) . 

l n J = InC + AlnE— l n P ^ + l ) ; 
E> 0 . 

Führt man statt der Energie die Temperatur als 
Variable ein, so folgt: 

S~S° = \nC+A\nk T+AlnA— \nr(A + 1). 
k 

(22 a) 

Wegen des Stirlingschen Theorems ergibt sich in 
der Grenze A — oo, wenn man gleichzeitig die 
Kennzahl A durch die Wärmekapazität eliminiert : 

S-S0—^klnC+CvlnkT+Cv 

4- | - - i - l n 2 j r ^ | . (22b) 

Das eingeklammerte Glied ist verschwindend klein 
gegenüber den übrigen und kann vernachlässigt 
werden. Für ein ideales Gas stimmt dann (22 b) 
mit der bekannten Entropieformel überein. Aus 
Entropie und Temperatur können nun in der 
üblichen Weise die übrigen thermodynamischen 
Funktionen aufgebaut werden. 

Nach unserer Einführung der Entropie bleibt 
eine willkürliche additive Konstante (S0), die z.B. 
noch von der Teilchenzahl abhängen könnte. 
Diese Unbestimmtheit ist durchaus sachgemäß, da 
in der Makro-Thermodynamik die Entropiekon-
stante erst durch die Betrachtung von Phasen-
oder chemischen Gleichgewichten bestimmt wird, 
die sich durch unser Modell offenbar nicht fassen 
lassen. 



Als Folge der Entropieformel (22 a) tritt eine 
geringfügige Entropievermehrung auf, wenn zwei 
Gesamtheiten gleicher Temperatur in Wärme-
kontakt gebracht werden; in der Näherungsformel 
(22 b) drückt sich das in der Nichtlinearität des 
eingeklammerten Gliedes aus. Der Effekt ver-
schwindet also mit zunehmender Teilchenzahl. 
Die Entropiezunahme entspricht der Unmöglich-
keit, die Vereinigung von Gesamtheiten quasi-
statisch durchzuführen, da das die Aufrechterhal-
tung des ergodischen Charakters jeder Gesamt-
heit für sich voraussetzen würde. Die Vereini-
gung ist dementsprechend auch nicht reversibel, 
da bei der Trennung eine Energiestreuung auf-
tritt, wie sie oben (S. 357) berechnet wurde. 

E r g e b n i s 
Das Ziel dieser Untersuchung ist nicht die Ver-

schärfung der üblichen statistischen Formeln für 
Gesamtheiten aus wenigen Teilchen. (Die z. B. 
bei der Energieverteilung (17) oder der Entropie-
formel (22, 22 a) gefundene Abweichung ver-
schwindet für große Teilchen zahlen und ist für 
kleine von der strengen Gültigkeit der Ergoden-
hypothese abhängig.) Es sollte vielmehr gezeigt 
werden, daß eine Reihe zur statistischen Begrün-
dung der Thermodynamik für nötig gehaltener 

Voraussetzungen überflüssig ist: Es ist keines-
wegs grundsätzlich erforderlich, daß Gesamthei-
ten aus sehr vielen („unendlich vielen") Einzel-
teilchen betrachtet werden, oder daß diese alle, 
oder ein Teil als gleich vorausgesetzt werden, um 
thermodynamische Größen einzuführen. Es ist 
auch keineswegs nötig, Einteilungen des Phasen-
raumes zur Definition von Komplexionen-Anzah-
len vorzunehmen, sondern bereits aus rein klassi-
schen, stetigen Ansätzen folgen recht einfach die 
beiden ersten Hauptsätze. (Das Nernstsche Theo-
rem kann natürlich nicht geliefert werden.) Es 
zeigt sich vielmehr, daß das Ergebnis S — S0 = k In J 
im Gegensatz zur Boltzmann-Planckschen Grund-
annahme S = klnW steht, denn man kann das 
Phasenvolumen J allenfalls (nach Normierung 
mit der entsprechenden Potenz von h) als Zahl 
der Realisierungsmöglichkeiten für alle Vertei-
lungen mit einer kleineren Energie als der ge-
gebenen deuten. 

Es ist bemerkenswert, daß die hier durchge-
führte Methode der Faltung kanonisch invarian-
ter Phasendichten zwanglos zur Definition von 
Größen führt, die die thermodynamischen Diffe-
rentialgleichungen exakt erfüllen, die für eine ab-
geschlossene Gesamtheit also einen bestimmten Be-
trag haben und nicht etwa „statistisch" schwanken. 

Zur Reduktion des Dreikörperproblems 
V o n P E T E R M U S E N 1 

(Z. Naturforschg. 3 a, 360—363 [1948]; eingegangen am 11. Februar 1948) 

Die Trans format ions theor ie des P f ä f f sehen Ausdruckes wird zur Redukt ion des 
Dre ikörperprob lems auf acht Koordinaten verwendet . Es wird gezeigt, daß die klassi-
schen Redukt ionen kurz durch die Fo rmie rung der Pfaf fschen Dif fe ren t ia lg le ichungen 
f ü r den passend t r ans fo rmie r t en Pfaffschen Ausdruck gewonnen werden können. Zum 
Schluß werden die Dif ferent ia lg le ichungen f ü r die Vektore lemente aufges te l l t . Die 
e inge füh r t en Vektore lemente haben eine gewisse Ähnlichkei t mit den Vektore lementen , 
welche B i 1 i m o w i t s c h in der al lgemeinen Störungstheor ie benutz t hat te . 

Bi l i m o w i t s c h 2 hat die Anwendung der 
Transformationstheorie des P f a f f sehen Aus-

druckes n m 
<£ = 21 «ß, • d£l + 2 U. du. 

i = 1 j = 1 J 3 

und der zugeordneten ersten P f a f f s c h e n Glei-
chungen 3 

1 (14 b) Saulgau, Bachs t raße 4. 
2 A. B i l i m o w i t s c h , Astronom.Nachr.273, Hef t 4, 

S. 161. 

dTJ. 
~ d % + 2 j ^ d u . = 0 , 

V , dU. 
+ Z j du. = 0 , 

+ 0 

3 Vgl. z. B. E. T. W h i 11 a k e r , Analyt ische Dyna-
mik, Berl in 1924, XI. Kapi te l . 


